ГОЛОМОРФНЫЕ ТЕНЗОРНЫЕ ПОЛЯ  И ЛИНЕЙНЫЕ СВЯЗНОСТИ НА
КАСАТЕЛЬНОМ РАССЛОЕНИИ ВТОРОГО ПОРЯДКА
                             // Ученые записки КФУ. Физико-математические науки 2009 N4 by Гайнуллин Фарид Расилевич & Шурыгин Вадим Васильевич
Ó×ÅÍÛÅ ÇÀÏÈÑÊÈ ÊÀÇÀÍÑÊÎÎ ÎÑÓÄÀÑÒÂÅÍÍÎÎ ÓÍÈÂÅÑÈÒÅÒÀ
Òîì 151, êí. 4 Ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèå íàóêè 2009
ÓÄÊ 514.76
ÎËÎÌÎÔÍÛÅ ÒÅÍÇÎÍÛÅ ÏÎËß
È ËÈÍÅÉÍÛÅ ÑÂßÇÍÎÑÒÈ ÍÀ ÊÀÑÀÒÅËÜÍÎÌ
ÀÑÑËÎÅÍÈÈ ÂÒÎÎÎ ÏÎßÄÊÀ
Ô.. àéíóëëèí, Â.Â. Øóðûãèí
Àííîòàöèÿ
Êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà T
2
M ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ M íåñåò íà
ñåáå ñòðóêòóðó ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ íàä àëãåáðîé R(ε2) ñðåçàííûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòå-
ïåíè 2 . Âñÿêîå ñå÷åíèå σ ðàññëîåíèÿ T 2M èíäóöèðóåò R(ε2) -ãëàäêèé äèåîìîðèçì
Σ : T 2M → T 2M . Ïîëó÷åíû óñëîâèÿ, âûðàæåííûå â òåðìèíàõ ïðîèçâîäíûõ Ëè òåíçîð-
íûõ ïîëåé è îáúåêòà ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè, ïðè êîòîðûõ R(ε2) -ãëàäêîå òåíçîðíîå ïîëå
è R(ε2) -ãëàäêàÿ ëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü íà T 2M ìîãóò áûòü ïåðåâåäåíû äèåîìîðèç-
ìîì âèäà Σ ñîîòâåòñòâåííî â ëèòû íåêîòîðûõ òåíçîðíîãî ïîëÿ è ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè,
çàäàííûõ íà M .
Êëþ÷åâûå ñëîâà: êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà, ëèò ëèíåéíîé ñâÿçíî-
ñòè, ëèò òåíçîðíîãî ïîëÿ, ãîëîìîðíàÿ ñâÿçíîñòü, ïðîèçâîäíàÿ Ëè.
Ââåäåíèå
À.Ï. Øèðîêîâûì [1℄ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî êàñàòåëüíûå ðàññëîåíèÿ âûñøèõ ïî-
ðÿäêîâ T rM , r = 2, 3, . . ., ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ M ðàçìåðíîñòè n íåñóò íà
ñåáå åñòåñòâåííûå ñòðóêòóðû n-ìåðíûõ ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé MR(ε
r)
íàä àë-
ãåáðàìè ïëþðàëüíûõ ÷èñåë (ñðåçàííûõ ìíîãî÷ëåíîâ) R(εr) . Èñïîëüçîâàíèå óêà-
çàííûõ ñòðóêòóð ïîçâîëèëî ïîëó÷èòü ïðîñòîé âàðèàíò èçëîæåíèÿ òåîðèè ëèòîâ
òåíçîðíûõ ïîëåé è ëèíåéíûõ ñâÿçíîñòåé ñ ìíîãîîáðàçèÿ M íà ðàññëîåíèÿ T rM ,
ïîñòðîåííîé À. Ìîðèìîòî [2℄, è ââåñòè â ðàññìîòðåíèå ëèòû áîëåå îáùåãî òè-
ïà, òàê íàçûâàåìûå ñèíåêòè÷åñêèå ðàñøèðåíèÿ ïîëíûõ ëèòîâ, ïðåäñòàâëÿþùèå
ñîáîé ðåàëèçàöèè R(εr)-ãëàäêèõ (ãîëîìîðíûõ íàä àëãåáðîé R(εr)) òåíçîðíûõ
ïîëåé è ñâÿçíîñòåé [3℄.
Â ðàáîòå [4℄ À.Ï. Øèðîêîâûì áûëî äîêàçàíî, ÷òî ðåàëèçàöèÿ R(ε)-ãëàäêîé
ìåòðèêè (
x˙k∂kgij + aij gij
gij 0
)
íà êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè TM ({x˙k}  ñëîåâûå êîîðäèíàòû) ýêâèâàëåíòíà ìåò-
ðèêå ïîëíîãî ëèòà (aij = 0) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà aij = Lvgij äëÿ íåêî-
òîðîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ v íà M . Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå
óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ R(ε2)-ãëàäêèå òåíçîðíûå ïîëÿ è ëèíåéíûå ñâÿçíîñòè íà êà-
ñàòåëüíîì ðàññëîåíèè âòîðîãî ïîðÿäêà T 2M ýêâèâàëåíòíû R(ε2)-ïðîäîëæåíèÿì
ñîîòâåòñòâåííî íåêîòîðûõ òåíçîðíûõ ïîëåé è ëèíåéíûõ ñâÿçíîñòåé, çàäàííûõ íà
ìíîãîîáðàçèè M . Îòìåòèì, ÷òî àíàëîãè÷íûå âîïðîñû ìîãóò áûòü ïîñòàâëåíû äëÿ
êàñàòåëüíûõ ðàññëîåíèé T rM áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ, à òàêæå äëÿ ïîëóêàñàòåëü-
íûõ ðàññëîåíèé, òåîðèÿ êîòîðûõ áûëà ðàçâèòà Â.Â. Âèøíåâñêèì [5℄.
ÒÅÍÇÎÍÛÅ ÏÎËß È ÑÂßÇÍÎÑÒÈ ÍÀ ÊÀÑÀÒÅËÜÍÎÌ ÀÑÑËÎÅÍÈÈ 37
1. Êàñàòåëüíûå ðàññëîåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà
Ïóñòü M  ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè n . Êàñàòåëüíûé âåêòîð ê ìíî-
ãîîáðàçèþ M â òî÷êå x0 ∈M ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ãëàäêèõ
êðèâûõ
γ : (a, b) ∋ t 7→ γ(t) ∈M, 0 ∈ (a, b) ⊂ R, (1)
ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êó x0 ïðè t = 0 (òî åñòü γ(0) = x0 ), îòíîñèòåëüíî ñëåäóþ-
ùåãî îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè: γ1 ∼ γ2 ⇐⇒ d(h
i ◦γ1)/dt|0 = d(h
i ◦γ2)/dt|0 , ãäå
h : U ∋ x 7→ {xi = hi(x)} ∈ U∗ ⊂ Rn , U ∋ x0 ,  íåêîòîðàÿ êàðòà èç àòëàñà íà M .
Êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè v = [γ] = [γ]1 íàçûâàåòñÿ êàñàòåëüíûì âåêòîðîì M â òî÷-
êå x0 . ×èñëà v
i = d(hi ◦ γ)/dt|0 íàçûâàþòñÿ êîîðäèíàòàìè âåêòîðà v . Ìíîæåñòâî
TxM êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ ê M â òî÷êå x íàçûâàåòñÿ êàñàòåëüíûì ïðîñòðàí-
ñòâîì ê M â òî÷êå x . Íà ìíîæåñòâå TM =
⋃
x∈M
TxM âñåõ êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ ê
M èíäóöèðóåòñÿ ñòðóêòóðà ãëàäêîãî 2n-ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ, ðàññëîåííîãî íàä
M , íàçûâàåìîãî êàñàòåëüíûì ðàññëîåíèåì (ïåðâîãî ïîðÿäêà) ìíîãîîáðàçèÿ M .
Ñòðóêòóðà ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ íà TM çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü
pi10 : TM ∋ vx 7→ x ∈ M  îòîáðàæåíèå, îòíîñÿùåå âåêòîðó vx ∈ TxM òî÷êó
x ∈M . Êàðòà (U, h) èç àòëàñà íà M èíäóöèðóåò êàðòó
h1 : (pi10)
−1(U) ∋ vx 7→ {x
i, x˙i} ∈ U∗ ×Rn
íà TM , ãäå {x˙i}  êîîðäèíàòû âåêòîðà vx â êàðòå (U, h) . Ïðåîáðàçîâàíèÿì êîîð-
äèíàò h′◦h−1 íà ïåðåñå÷åíèè îáëàñòåé îïðåäåëåíèÿ U∩U ′ êàðò (U, h) è (U ′, h′) íà




(xi) , íà TM ñîîòâåòñòâóþò ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò















Êàíîíè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ pi10 : TM → M ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì îòîáðàæåíèåì, èç
óðàâíåíèé (2) ñëåäóåò, ÷òî êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå TM ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî òðèâè-
àëüíûì ðàññëîåíèåì íàä M ñî ñòàíäàðòíûì ñëîåì Rn .
Êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå TM íåñåò íà ñåáå ñòðóêòóðó n-ìåðíîãî ãëàäêîãî ìíî-
ãîîáðàçèÿ íàä àëãåáðîé äóàëüíûõ ÷èñåë R(ε) , òî åñòü àëãåáðîé ðàçìåðíîñòè äâà
íàä R , ýëåìåíòû êîòîðîé èìåþò âèä a + bε , a, b ∈ R , à óìíîæåíèå îïðåäåëÿ-
åòñÿ óñëîâèåì ε2 = 0 . Àëãåáðà R(ε) ìîæåò òàêæå ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê àëãåáðà
ñðåçàííûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè, ìåíüøåé èëè ðàâíîé 1 , îò îäíîé ïåðåìåííîé, òî
åñòü êàê àêòîð-àëãåáðà àëãåáðû ìíîãî÷ëåíîâ îò îäíîé ïåðåìåííîé R[t] ïî ãëàâ-
íîìó èäåàëó t2R[t] ìíîãî÷ëåíîâ, êðàòíûõ êâàäðàòó t2 ïåðåìåííîé t . Ñòðóêòóðà
ìíîãîîáðàçèÿ íàä R(ε) íà TM çàäàåòñÿ àòëàñîì, ïîëó÷àþùèìñÿ çàìåíîé êàðò
((pi10)
−1(U), h1) íà R(ε)n -êàðòû (êàðòû ñî çíà÷åíèÿìè â ìîäóëå R(ε)n ) [1, 6℄
hR(ε) : (pi10)
−1(U) ∋ vx 7→ {X
i = xi + εx˙i} ∈ R(ε)n.
Ïðåîáðàçîâàíèÿ R(ε)-êîîðäèíàò {X i = xi+ εx˙i} íà TM , ñîîòâåòñòâóþùèå ïðåîá-
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Òðåáóÿ, ÷òîáû ó óíêöèé hi ◦ γ1 è h
i ◦ γ2 , çàäàþùèõ êðèâûå γ1 è γ2 âèäà (1),
ñîâïàäàëè â íóëå íå òîëüêî ïåðâûå ïðîèçâîäíûå d(hi ◦ γ1)/dt|0 = d(h
i ◦ γ2)/dt|0 ,
íî åùå è âòîðûå ïðîèçâîäíûå d2(hi ◦ γ1)/dt
2|0 = d
2(hi ◦ γ2)/dt
2|0 , ïîëó÷èì íîâîå
îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ∼ 2 íà ìíîæåñòâå êðèâûõ (1) íà M . Îòíîøåíèå ýêâè-
âàëåíòíîñòè ∼ 2 íå çàâèñèò îò âûáîðà êàðòû (U, h) íà M . Êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè
[γ]2 êðèâîé γ ïî îòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè ∼ 2 íàçûâàåòñÿ 2 -ñòðóåé êðèâîé γ è
îáîçíà÷àåòñÿ j2x0γ . Ìû áóäåì òàêæå íàçûâàòü êëàññ [γ]
2 2-êàñàòåëüíûì âåêòîðîì
â òî÷êå x0 ∈M .
Ïóñòü T 2xM  ìíîæåñòâî 2 -êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ ê M â òî÷êå x . Íà ìíîæå-
ñòâå T 2M =
⋃
x∈M
T 2xM âñåõ 2 -êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ ê M èíäóöèðóåòñÿ ñòðóêòóðà
ãëàäêîãî 3n-ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ, ðàññëîåííîãî íàä M , íàçûâàåìîãî 2 -êàñàòåëü-
íûì ðàññëîåíèåì (êàñàòåëüíûì ðàññëîåíèåì âòîðîãî ïîðÿäêà) ìíîãîîáðàçèÿ M .
Ýòà ñòðóêòóðà çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü pi20 : T
2M ∋ X = j2xγ 7→ x ∈M
 îòîáðàæåíèå, îòíîñÿùåå 2 -êàñàòåëüíîìó âåêòîðó X ∈ T 2xM òî÷êó x ∈M . Êàðòà
(U, h) èç àòëàñà íà M èíäóöèðóåò êàðòó
h2 : (pi20)
−1(U) ∋ X = j2xγ 7→ {x
i, x˙i, x¨i} ∈ U∗ ×R2n




d2(hi ◦γ)/dt2|0 . Ïðåîáðàçîâàíèÿì êîîðäèíàò





(xi) , íà T 2M ñîîòâåòñòâóþò ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò


















i′ = ∂f i
′
/∂xj, ∂2jkf
i′ = ∂2f i
′
/∂xj∂xk. (5)
Îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âèäà (5) â äàëüíåéøåì èñïîëüçóþòñÿ áåç
ñïåöèàëüíûõ îãîâîðîê.
Êàíîíè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ pi20 : T
2M → M ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì îòîáðàæåíèåì,
èç óðàâíåíèé (4) ñëåäóåò, ÷òî ðàññëîåíèå T 2M ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî òðèâèàëüíûì
ðàññëîåíèåì íàä M ñî ñòàíäàðòíûì ñëîåì R2n . Èìååòñÿ åùå îäíà êàíîíè÷åñêàÿ
ïðîåêöèÿ pi21 : T
2M → TM , pi21 : [γ]
2 7→ [γ]1 , òàêæå ÿâëÿþùàÿñÿ ãëàäêèì îòîáðàæå-
íèåì. Èç óðàâíåíèé (4) ñëåäóåò, ÷òî ïðîåêöèÿ pi21 îïðåäåëÿåò ëîêàëüíî òðèâèàëü-
íîå ðàññëîåíèå T 2M íàä TM ñî ñòàíäàðòíûì ñëîåì Rn . Êðîìå òîãî, ðàññëîåíèå
pi21 : T
2M → TM ÿâëÿåòñÿ àèííûì ðàññëîåíèåì, òî åñòü pi21 : T
2M → TM
ÿâëÿåòñÿ ðàññëîåíèåì ñî ñòðóêòóðíîé ãðóïïîé  ãðóïïîé àèííûõ ïðåîáðàçî-
âàíèé ïðîñòðàíñòâà R
n
. Íà êàæäîì ñëîå ýòîãî ðàññëîåíèÿ ïðè ýòîì âîçíèêàåò
åñòåñòâåííàÿ ñòðóêòóðà àèííîãî ïðîñòðàíñòâà.
àññëîåíèå T 2M íåñåò íà ñåáå ñòðóêòóðó n-ìåðíîãî ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ
íàä àëãåáðîé òðèàëüíûõ ÷èñåë R(ε2) , òî åñòü àëãåáðîé ðàçìåðíîñòè òðè íàä R ,
ýëåìåíòû êîòîðîé èìåþò âèä a + bε + cε2 , a, b, c ∈ R , à óìíîæåíèå îïðåäåëÿåòñÿ
óñëîâèåì ε3 = 0 . Àëãåáðà R(ε2) ìîæåò òàêæå ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê àëãåáðà ñðå-
çàííûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè, ìåíüøåé èëè ðàâíîé 2 , îò îäíîé ïåðåìåííîé, òî åñòü
êàê àêòîð-àëãåáðà àëãåáðû ìíîãî÷ëåíîâ îò îäíîé ïåðåìåííîé R[t] ïî ãëàâíîìó
èäåàëó t3R[t] ìíîãî÷ëåíîâ, êðàòíûõ òðåòüåé ñòåïåíè t3 ïåðåìåííîé t . Ñòðóêòóðà
ìíîãîîáðàçèÿ íàä R(ε2) íà T 2M çàäàåòñÿ àòëàñîì, ïîëó÷àþùèìñÿ çàìåíîé êàðò
((pi20)
−1(U), h2) íà R(ε2)n -êàðòû (êàðòû ñî çíà÷åíèÿìè â ìîäóëå R(ε2)n ) [1, 6℄
hR(ε
2) : (pi10)
−1(U) ∋ vx 7→ {X
i = xi + εx˙i + ε2x¨i} ∈ R(ε2)n.
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Ïðåîáðàçîâàíèÿ R(ε2)-êîîðäèíàò {X i = xi+εx˙i+ε2x¨i} íà T 2M , ñîîòâåòñòâóþùèå





















àññëîåíèå T 2Rn åñòåñòâåííî îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ R(ε2)-ìîäóëåì R(ε2)n . Ïðè
ýòîì ïðîåêöèÿ pi20 : T
2
R → R îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ïðîåêöèåé
pi20 : R(ε
2)n ∋ {X i = xi + x˙iε+ x¨iε2} → {xi} ∈ Rn.
Ïóñòü U ⊂ Rn  îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî. Ïðîèçâîëüíàÿ R(ε2)-ãëàäêàÿ óíêöèÿ
F : (pi20)
−1(U) ∋ {X i} → Y = F (X i) ∈ R(ε2)
n àðãóìåíòîâ èç àëãåáðû R(ε2) èìååò ñëåäóþùèé âèä (ñì., íàïðèìåð, [7℄):















Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî R
n ⊂ R(ε2)n è U ⊂ (pi20)
−1(U) . Òîãäà óíêöèÿ F , çàäàí-




i) = f(xi) + εg(xi) + ε2h(xi) , íà U ⊂ Rn . Ïðè ýòîì óíêöèÿ F íàçûâàåòñÿ
R(ε2)-ïðîäîëæåíèåì óíêöèè F0 . Â ÷àñòíîñòè, R(ε
2)-ïðîäîëæåíèå âåùåñòâåííîé
ãëàäêîé óíêöèè f : U → R , y = f(xi) , èìååò âèä









R(ε2)-ïðîäîëæåíèÿ âåùåñòâåííûõ ãëàäêèõ óíêöèé îáëàäàþò ñëåäóþùèìè
ëåãêî ïðîâåðÿåìûìè ñâîéñòâàìè [7℄.
Ïóñòü f , f1 è f2  âåùåñòâåííûå ãëàäêèå óíêöèè, çàäàííûå íà U ⊂ R
n
,
à F , F1 è F2  R(ε
2)-ïðîäîëæåíèÿ óíêöèé f , f1 è f2 ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà
R(ε2)-ïðîäîëæåíèÿìè óíêöèé af , f1 + f2 , f1 · f2 è ∂if , ãäå a ∈ R , ÿâëÿþòñÿ
ñîîòâåòñòâåííî óíêöèè aF , F1+F2 , F1·F2 è ∂iF = ∂F/∂X
i
(÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ
R(ε2)-ãëàäêîé óíêöèè F , ñì., íàïðèìåð, [7℄). Êðîìå òîãî, R(ε2)-ïðîäîëæåíèåì
êîìïîçèöèè ϕ ◦ ψ âåùåñòâåííûõ ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé ϕ : V → W è ψ : U → V ,
U ⊂ Rn , V ⊂ Rm , W ⊂ Rk , ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèÿ Φ ◦Ψ R(ε2)-ïðîäîëæåíèé Φ è
Ψ îòîáðàæåíèé ϕ è ψ .
Ïîíÿòèÿ R(ε2)-ïðîäîëæåíèé ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé åñòåñòâåííî ðàñïðîñòðàíÿ-
åòñÿ íà ñëó÷àé ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé ìåæäó ãëàäêèìè ìíîãîîáðàçèÿìè f : M →
→ M ′ è ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé âèäà f : M → T 2M ′ , à èìåííî: èìååòñÿ êàíîíè÷å-
ñêîå âëîæåíèå
i :M ∋ x 7→ j2x˜ ∈ T 2M (9)
ìíîãîîáðàçèÿ M â ðàññëîåíèå T 2M , îòíîñÿùåå êàæäîé òî÷êå x ∈M 2 -ñòðóþ j2x˜
êðèâîé x˜ : (−a, a)→M ïîñòîÿííîãî îòîáðàæåíèÿ x˜(t) ≡ x . Âëîæåíèå (9) ÿâëÿåòñÿ
ñå÷åíèåì ðàññëîåíèÿ pi20 : T
2M → M , íàçûâàåìûì íóëåâûì ñå÷åíèåì ðàññëîåíèÿ
T 2M . Îáðàç i(M) ⊂ T 2M áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ñ ìíîãîîáðàçèåì M . Äëÿ âñÿêîãî
ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ f : M → T 2M ′ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå R(ε2)-ãëàäêîå
îòîáðàæåíèå fR(ε
2) : T 2M → T 2M ′ , ñîâïàäàþùåå ñ f íà M . Îòîáðàæåíèå fR(ε
2)
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íàçûâàåòñÿ R(ε2)-ïðîäîëæåíèåì îòîáðàæåíèÿ f . Åñëè f çàäàåòñÿ â ëîêàëüíûõ
êàðòàõ (U, h) íà M è ((pi20)
−1(U ′), (h′)R(ε
2)) íà T 2M ′ óðàâíåíèÿìè
Y α = fα(xi) + εgα(xi) + ε2hα(xi), (10)
òî fR(ε
2)























Î÷åâèäíî, ÷òî âñÿêîå R(ε2)-ãëàäêîå îòîáðàæåíèå F : T 2M → T 2M ′ ÿâëÿåòñÿ
R(ε2)-ïðîäîëæåíèåì îãðàíè÷åíèÿ f = F |M îòîáðàæåíèÿ F íà ïîäìíîãîîáðà-
çèå M .
Â ÷àñòíîñòè, âñÿêîå ñå÷åíèå σ :M → T 2M åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðîäîëæàåò-
ñÿ äî R(ε2)-äèåîìîðèçìà σR(ε
2) : T 2M → T 2M . Âñÿêèé R(ε2)-äèåîìîð-











êîììóòàòèâíà, ÿâëÿåòñÿ R(ε2)-ïðîäîëæåíèåì íåêîòîðîãî ñå÷åíèÿ σ : M → T 2M ,
à èìåííî ñå÷åíèÿ σ = F ◦ i , ÿâëÿþùåãîñÿ êîìïîçèöèåé F è íóëåâîãî ñå÷åíèÿ (9).
Åñëè σ èìååò óðàâíåíèÿ
yi + εy˙i + ε2y¨i = xi + εgi(xk) + ε2hi(xk), (13)
òî F = σR(ε
2)
èìååò óðàâíåíèÿ










Â óðàâíåíèÿõ (13) è (14) óíêöèè gi ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíàòàìè íåêîòîðîãî âåê-
òîðíîãî ïîëÿ g íà ìíîãîîáðàçèè M  ñå÷åíèÿ pi21 ◦ σ : M → TM êàñàòåëüíîãî
ðàññëîåíèÿ ìíîãîîáðàçèÿ M .
R(ε2)-ïðîäîëæåíèå fR(ε
2) : T 2M → T 2M ′ ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ f : M →
→ M ′ ñîâïàäàåò ñ îòîáðàæåíèåì T 2f , ïðåäñòàâëÿþùèì ñîáîé ðåçóëüòàò ïðèìå-
íåíèÿ óíêòîðà T 2 (óíêòîðà Âåéëÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî àëãåáðå R(ε2) , ñì. [8℄) ê
îòîáðàæåíèþ f .
Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü g : M → TM  ñå÷åíèå êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ
ìíîãîîáðàçèÿ M , èìåþùåå â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ óðàâíåíèÿ x˙i = gi(xk) . Òîãäà
óðàâíåíèÿìè






çàäàåòñÿ ñå÷åíèå g(2) :M → T 2M êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ìíî-
ãîîáðàçèÿ M .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî óòâåðæäåíèÿ äîñòàòî÷íî ïîäñòà-
âèòü óðàâíåíèÿ (15) â îðìóëû ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò (4) íà T 2M è óáåäèòüñÿ
â òîì, ÷òî óðàâíåíèÿìè (15) äëÿ âñÿêîãî x ∈ M çàäàåòñÿ íå çàâèñÿùèé îò âûáî-
ðà ñèñòåìû êîîðäèíàò íà M ýëåìåíò ðàññëîåíèÿ T 2M . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè









Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü σ : M → T 2M  ñå÷åíèå êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ
âòîðîãî ïîðÿäêà ìíîãîîáðàçèÿ M , èìåþùåå â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ óðàâíåíèÿ
x˙i = gi(xk) , x¨i = hi(xk) . Òîãäà óðàâíåíèÿìè






çàäàåòñÿ ñå÷åíèå u :M → TM êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ ìíîãîîáðàçèÿ M .
Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå, ïðîåêöèÿ pi21 : T
2M → TM îïðå-










Ôóíêöèè ñêëåéêè àññîöèèðîâàííîãî ñ ýòèì ðàññëîåíèåì âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ





Òàêèì îáðàçîì, ðàññëîåíèå p : E → TM ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáðàòíûé îáðàç [8, 9℄
ðàññëîåíèÿ pi10 : TM →M ïî îòíîøåíèþ ê îòîáðàæåíèþ pi
1









Èç óðàâíåíèé (17) òàêæå ñëåäóåò, ÷òî ïðîåêöèÿ pE0 = pi
1
0 ◦ p : E → M îïðåäåëÿåò
âåêòîðíîå ðàññëîåíèå, èçîìîðíîå ñóììå Óèòíè TM ⊕ TM . Ñëîé (pi21)
−1(X(1)) ,
X(1) ∈ TM , àèííîãî ðàññëîåíèÿ pi21 : T
2M → TM ÿâëÿåòñÿ àèííûì ïðî-
ñòðàíñòâîì, è äâà ýëåìåíòà X(2) , Y (2) èç ýòîãî ñëîÿ (pi21)
−1(X(1)) , èìåþùèå êî-
îðäèíàòû {xi, x˙i, x¨i} è {xi, x˙i, y¨i} ñîîòâåòñòâåííî, îïðåäåëÿþò âåêòîð ñ íà÷àëîì â
òî÷êå X(2) è êîíöîì â òî÷êå Y (2)  ýëåìåíò Z ñ êîîðäèíàòàìè {xi, x˙i, zi = y¨i− x¨i}
èç ñëîÿ (p)−1(X(1)) ðàññëîåíèÿ p : E → TM . Ýòîò ýëåìåíò Z ïðèíàäëåæèò ñëîþ
(pE0 )
−1(x) , x = pi10(X
(1)) , ðàññëîåíèÿ pE0 : E → M è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïàðó âåê-
òîðîâ èç êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà TxM ñ êîîðäèíàòàìè {x˙
i} è {zi = y¨i − x¨i} .
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì, ÷òî ñå÷åíèå σ : M → T 2M îïðåäåëÿåò äâà âåêòîðíûõ







Òàêèì îáðàçîì, ñî âñÿêèì ñå÷åíèåì σ ðàññëîåíèÿ T 2M àññîöèèðóåòñÿ óïîðÿ-
äî÷åííàÿ ïàðà âåêòîðíûõ ïîëåé {g, u} .
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2. R(ε2)-ãëàäêèå òåíçîðíûå ïîëÿ íà T 2M
R(ε2)-ãëàäêîå òåíçîðíîå ïîëå òèïà (p, q) íà êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè âòîðîãî






































R(ε2)-êîîðäèíàò {X i = xi + εx˙i+ ε2x¨i} , êîòîðûå íà ïåðåñå÷åíèè îáëàñòåé îïðåäå-



















Xj1 . . . ∂j′
q
Xjq . (20)



























(xk) ãëàäêîãî òåíçîðíîãî ïîëÿ t , çàäàííîãî íà ìíî-
ãîîáðàçèè M , îïðåäåëÿþò R(ε2)-ãëàäêîå òåíçîðíîå ïîëå íà ðàññëîåíèè T 2M . Ýòî
R(ε2)-ãëàäêîå òåíçîðíîå ïîëå íàçûâàåòñÿ R(ε2)-ïðîäîëæåíèåì âåêòîðíîãî ïîëÿ t .
Ïðåäëîæåíèå 3 [3℄. Ïóñòü íà êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè âòîðîãî ïîðÿäêà T 2M












çàäàþò íåêîòîðûå òåíçîðíûå ïîëÿ t , tˆ è ˆˆt ñîîòâåòñòâåííî íà ìíîãîîáðàçèè M .
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ïðåäëîæåíèÿ äîñòàòî÷íî ïîäñòàâèòü óðàâíåíèÿ (19) è
(21) â îðìóëû ïðåîáðàçîâàíèÿ ëîêàëüíûõ R(ε2)-êîîðäèíàò òåíçîðíûõ ïîëåé (20)
è ñðàâíèòü âåùåñòâåííûå ÷àñòè âûðàæåíèé â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ ïîëó÷åííûõ
ðàâåíñòâ.
Òåíçîðíûå ïîëÿ t , tˆ è ˆˆt íà M áóäåì íàçûâàòü àññîöèèðîâàííûìè ñ R(ε2)-
ãëàäêèì òåíçîðíûì ïîëåì T .
Íàïîìíèì ïîíÿòèå ïðîèçâîäíîé Ëè òåíçîðíîãî ïîëÿ t íà ãëàäêîì ìíîãîîáðà-
çèè, êîòîðîå ïîòðåáóåòñÿ äëÿ îðìóëèðîâêè ñëåäóþùåé òåîðåìû.
Ïóñòü íà ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè M çàäàíû òåíçîðíîå ïîëå t òèïà (p, q) è âåê-
òîðíîå ïîëå ξ ñ êîìïîíåíòàìè t
i1...ip
j1...jq
(xk) è ξi(xk) ñîîòâåòñòâåííî ïî îòíîøåíèþ ê
íåêîòîðîé ëîêàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Òîãäà ïðîèçâîäíàÿ Ëè òåíçîðíîãî ïîëÿ
t â íàïðàâëåíèè âåêòîðíîãî ïîëÿ ξ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òåíçîðíîå ïîëå Lξt òèïà
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Òåîðåìà 1. Ïðè R(ε2)-äèåîìîðèçìå F : T 2M → T 2M , ïîðîæäàåìîì
ñå÷åíèåì σ :M → T 2M ñ àññîöèèðîâàííîé ïàðîé âåêòîðíûõ ïîëåé {g, u} , R(ε2)-
ãëàäêîå òåíçîðíîå ïîëå T òèïà (p, q) ñ àññîöèèðîâàííûìè òåíçîðíûìè ïîëÿìè t ,
tˆ , ˆˆt ïåðåõîäèò â R(ε2)-ãëàäêîå òåíçîðíîå ïîëå S òèïà (p, q) ñ àññîöèèðîâàííûìè
òåíçîðíûìè ïîëÿìè
s = t, sˆ = tˆ− Lgt, ˆˆs =
ˆˆt− Lut− Lg tˆ+
1
2LgLgt. (25)
Äîêàçàòåëüñòâî. Ôîðìóëû (25) èìåþò ëîêàëüíûé õàðàêòåð, ïîýòîìó ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî òåíçîðíîå ïîëå T ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó òåíçîðíûõ ïðîèçâåäåíèé
âåêòîðíûõ è êîâåêòîðíûõ ïîëåé. Òàêèì îáðàçîì, íà îñíîâàíèè ìåòîäà ìàòåìàòè÷å-
ñêîé èíäóêöèè äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü îðìóëû (25) äëÿ âåêòîðíûõ è êîâåêòîðíûõ
ïîëåé è ïîêàçàòü, ÷òî åñëè óêàçàííûå îðìóëû èìåþò ìåñòî äëÿ íåêîòîðûõ òåí-
çîðíûõ ïîëåé, òî îíè òàêæå èìåþò ìåñòî è äëÿ ñóììû ýòèõ ïîëåé (ïðè óñëîâèè,
÷òî ñóììà îïðåäåëåíà), è äëÿ èõ òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Íà÷íåì äîêàçàòåëüñòâî
òåîðåìû ñ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîãî èç ñîðìóëèðîâàííûõ óòâåðæäåíèé.
Ëåììà 1. Ïóñòü óòâåðæäåíèå òåîðåìû 1 âûïîëíÿåòñÿ äëÿ R(ε2)-ãëàäêèõ
òåíçîðíûõ ïîëåé T è T ′ òèïà (p, q) , òîãäà îíî âûïîëíÿåòñÿ è äëÿ òåíçîðíîãî
ïîëÿ W = T + T ′ .
Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1. Äèåðåíöèðîâàíèå Ëè Lu â íàïðàâëåíèè èê-
ñèðîâàííîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ äèåðåíöèðîâàíèåì òåíçîðíîé àëãåáðû
T (M) ìíîãîîáðàçèÿ M [11℄, ïîýòîìó äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû äîñòàòî÷íî ïðî-
âåðèòü, ÷òî äëÿ àññîöèèðîâàííûõ âåùåñòâåííûõ òåíçîðíûõ ïîëåé èç ïðåäëîæåíèÿ
3 âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ w = t + t′ , wˆ = tˆ + tˆ′ , ˆˆw = ˆˆt + ˆˆt′ , ñïðàâåäëèâîñòü
êîòîðûõ ñ î÷åâèäíîñòüþ ñëåäóåò èç (19).

Ëåììà 2. Ïóñòü ïðè R(ε2)-äèåîìîðèçìå F : T 2M → T 2M , ïîðîæäàå-
ìîì ñå÷åíèåì σ : M → T 2M , R(ε2)-ãëàäêèå òåíçîðíûå ïîëÿ T è S ïåðåõîäÿò
ñîîòâåòñòâåííî â R(ε2)-ãëàäêèå òåíçîðíûå ïîëÿ T ′ è S′ è ïðè ýòîì ñîîòâåò-
ñòâóþùèå àññîöèèðîâàííûå âåùåñòâåííûå òåíçîðíûå ïîëÿ ñâÿçàíû ñîîòíîøåíè-
ÿìè (25) . Òîãäà âåùåñòâåííûå òåíçîðíûå ïîëÿ, àññîöèèðîâàííûå ñ R(ε2)-ãëàä-
êèìè òåíçîðíûìè ïîëÿìè W = T ⊗ S è W ′ = T ′⊗ S′ òàêæå ñâÿçàíû ñîîòíîøå-
íèÿìè (25) .
Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2. Èç îðìóë (19), çàïèñàííûõ äëÿ R(ε2)-ãëàäêèõ
òåíçîðíûõ ïîëåé T , S è W = T ⊗ S , ñëåäóåò, ÷òî âåùåñòâåííûå òåíçîðíûå ïîëÿ,
àññîöèèðîâàííûå ñ T , S è W = T ⊗ S , ñâÿçàíû ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè:
w = t⊗ s, wˆ = tˆ⊗ s+ t⊗ sˆ, ˆˆw = ˆˆt⊗ s+ t⊗ ˆˆs+ tˆ⊗ sˆ.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òåíçîðíûõ ïîëåé w′ , wˆ′ è ˆˆw′ ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ (äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè îïóñêàåì çíàêè òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïðè âûâîäå
ñîîòíîøåíèé äëÿ wˆ′ è ˆˆw′ ):
w′ = t′ ⊗ s′ = t⊗ s = w,
wˆ′ = tˆ′s+ tsˆ′ = (tˆ− Lgt)s+ t(sˆ− Lgs) =
= tˆs+ tsˆ− (Lgt)s− t(Lgs) = tˆs+ tsˆ− Lg(ts) = wˆ − Lgw.
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ˆˆw′ = ˆˆt′s+ tˆˆs′ + tˆ′sˆ′ =
(











+ (tˆ− Lgt)(sˆ− Lgs) =
= ˆˆts+ tˆˆs− (Lg tˆ)s− t(Lg sˆ)− Lu(ts) +
1
2LgLg(ts) + tˆsˆ− tˆ(Lgs)−





Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî îðìóëû (25) èìåþò ìåñòî äëÿ âåêòîðíûõ ïîëåé.
Ïóñòü íà T 2M çàäàíî ïðîèçâîëüíîå R(ε2)-ãëàäêîå âåêòîðíîå ïîëå V ñ óðàâ-
íåíèÿìè V i = V i(Xj) â ëîêàëüíûõ R(ε2)-êîîðäèíàòàõ. Ïðè R(ε2)-ãëàäêîì äè-
åîìîðèçìå F : T 2M → T 2M , X 7→ Y = F (X) , ïîðîæäàåìîì ñå÷åíèåì σ è
èìåþùåì â R(ε2)-êîîðäèíàòàõ óðàâíåíèÿ Y i = F i(Xj) âèäà (14), âåêòîðíîå ïîëå
V ïåðåõîäèò â âåêòîðíîå ïîëå W , èìåþùåå óðàâíåíèÿ










Âåêòîðíûå ïîëÿ V i è W i èìåþò â ðàññìàòðèâàåìûõ ëîêàëüíûõ R(ε2)-êîîðäè-
íàòàõ ñëåäóþùèé âèä:







i)x˙j x˙k + (∂jv


























Ïîäñòàâëÿÿ â ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà (26) âûðàæåíèå (27) äëÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ V
â òî÷êå X è îðìóëû (29) äëÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ∂jF
i
, ïîëó÷èì ñëåäóþùèå
âûðàæåíèÿ äëÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ W â òî÷êå Y = F (X) :

















= vi + ε(vj∂jg
i + x˙m∂mv
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Ôîðìóëà (30) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âûðàæåíèå êîîðäèíàò âåêòîðà W â òî÷êå Y êàê
óíêöèé êîîðäèíàò òî÷êè X = F−1(Y ) . Äëÿ íàõîæäåíèÿ âûðàæåíèÿ êîîðäèíàò
âåêòîðà W (Y ) êàê óíêöèé òî÷êè Y íàäî ïîäñòàâèòü â (30) âûðàæåíèÿ
xi + εx˙i + ε2x¨i = yi + ε(y˙i − gi) + ε2(y¨i − (y˙k − gk)∂kg
i − hi), (31)
ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé óðàâíåíèÿ X i = Gi(Y j) äëÿ îáðàòíîãî îòîáðàæåíèÿ G =
= F−1 : T 2M → T 2M . Îñóùåñòâèâ óêàçàííóþ ïîäñòàíîâêó, ïîëó÷èì
W i = vi + ε(vj∂jg














k − gk)(y˙m − gm)∂2kmv




Ôîðìóëîé (32) âûðàæàþòñÿ êîîðäèíàòû âåêòîðíîãî ïîëÿ W i â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå
{Y i} ðàññëîåíèÿ T 2M . Âîçüìåì â êà÷åñòâå òàêîé òî÷êè òî÷êó X ñ êîîðäèíàòàìè
{X i} è ñðàâíèì ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ñ (28). Ñðàâíåíèå êîýèöèåíòîâ ïðè ε
ïîêàçûâàåò, ÷òî
wˆi = vˆi − gm∂mv
i + vj∂jg
i. (33)
Îáðàòíîå âûðàæåíèå èìååò ñëåäóþùèé âèä:
vˆi = wˆi + gm∂mv
i − vj∂jg
i. (34)
Ïîäñòàâèì (34) â (32) è ñðàâíèì êîýèöèåíòû ïðè ε2 . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì



















èç (16) è ãðóïïèðóÿ ñëà-
ãàåìûå, ó÷èòûâàÿ âûðàæåíèå (23) äëÿ ïðîèçâîäíîé Ëè Luv
i
âåêòîðíîãî ïîëÿ, à











Îñòàåòñÿ óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî îðìóëû (25) èìåþò ìåñòî äëÿ êîâåêòîðíûõ
ïîëåé.
Ïóñòü íà T 2M çàäàíî ïðîèçâîëüíîå R(ε2)-ãëàäêîå êîâåêòîðíîå ïîëå V ñ óðàâ-
íåíèÿìè Vi = Vi(X
j) â ëîêàëüíûõ R(ε2)-êîîðäèíàòàõ. Ïðè R(ε2)-ãëàäêîì äè-
åîìîðèçìå F : T 2M → T 2M , èìåþùåì óðàâíåíèÿ Y i = F i(Xj) âèäà (14),


























x˙j x˙k∂2jkvi + x¨
j∂jvi + x˙
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Wi(X
j) = wi(x












Èç îðìóë (31) äëÿ äèåîìîðèçìà G ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ

















, ïåðåïèøåì (39) â ñëåäóþùåì âèäå:
∂X i
∂Y j









Ïîäñòàâëÿÿ â ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà (36) âûðàæåíèå (37) äëÿ êîâåêòîðíîãî ïîëÿ
V â òî÷êå X è âûðàæåíèÿ (40) äëÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ∂jG
i
, ïîëó÷èì ñëåäóþ-






























Ïîäñòàâëÿÿ â (41) îðìóëû (31), çàïèñàííûå â âèäå






ó÷èòûâàÿ âûðàæåíèå (24) äëÿ ïðîèçâîäíîé Ëè Luwi êîâåêòîðíîãî ïîëÿ, à òàêæå
ñîîòâåòñòâóþùåå âûðàæåíèå äëÿ âòîðîé ïðîèçâîäíîé Ëè LuLuwi , ïîñëå ñðàâíåíèÿ
ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà ñ âûðàæåíèåì (38) äëÿ ïîëÿ Wi â òî÷êå Y ñ êîîðäèíàòàìè
Y i , ïîëó÷èì æåëàåìûå ñîîòíîøåíèÿ




÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.
Îïðåäåëåíèå. R(ε2)-ãëàäêèå òåíçîðíûå ïîëÿ T è S òèïà (p, q) , çàäàííûå









ïåðåâîäÿùèé T â S .
Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü T  R(ε2)-ãëàäêîå òåíçîðíîå ïîëå òèïà (p, q) íà ðàñ-
ñëîåíèè T 2M è t , tˆ , ˆˆt  àññîöèèðîâàííûå òåíçîðíûå ïîëÿ íà ìíîãîîáðàçèè M .







ãäå g è u  íåêîòîðûå âåêòîðíûå ïîëÿ íà ìíîãîîáðàçèè M .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëàãàåì â (25) sˆ = 0 , ˆˆs = 0 è ïðèâîäèì ïîäîáíûå ÷ëåíû.
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3. R(ε2)-ãëàäêèå ëèíåéíûå ñâÿçíîñòè íà T 2M
Â òåðìèíàõ ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò ëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü Γ íà ãëàäêîì ìíîãî-
îáðàçèè M çàäàåòñÿ êîýèöèåíòàìè ñâÿçíîñòè  ãëàäêèìè óíêöèÿìè Γijk =
= Γijk(x





















R(ε2)-ëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü Γ¯ íà êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè T 2M â òåðìèíàõ
èíäóöèðîâàííûõ R(ε2)-êîîðäèíàò çàäàåòñÿ êîýèöèåíòàìè ñâÿçíîñòè Γ¯ijk =
= Γ¯ijk(X
m)  ãëàäêèìè R(ε2)-çíà÷íûìè óíêöèÿìè, êîòîðûå íà ïåðåñå÷åíèè
îáëàñòåé îïðåäåëåíèÿ (pi20)
−1(U) ∩ (pi20)





















R(ε2)-ëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü Γ¯ íàçûâàåòñÿ R(ε2)-ãëàäêîé èëè ãîëîìîðíîé, åñëè
êîýèöèåíòû Γ¯ijk(X
m) ÿâëÿþòñÿ R(ε2)-ãëàäêèìè óíêöèÿìè. Èç ñâîéñòâ R(ε2)-




















m) ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè Γ , çàäàííîé íà ìíîãîîáðàçèè M ,
îïðåäåëÿþò R(ε2)-ãëàäêóþ R(ε2)-ëèíåéíóþ ñâÿçíîñòü ΓR(ε
2)
íà ðàññëîåíèè T 2M ,
íàçûâàåìóþ R(ε2)-ïðîäîëæåíèåì ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè Γ . Åå ðåàëèçàöèÿ [3℄ íàçû-
âàåòñÿ ïîëíûì ëèòîì ñâÿçíîñòè Γ [1℄.
Êîýèöèåíòû ïðîèçâîëüíîé R(ε2)-ãëàäêîé R(ε2)-ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè íà ðàñ-































Ïðåäëîæåíèå 4 [3℄. Ïóñòü íà êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè âòîðîãî ïîðÿäêà T 2M
çàäàíà R(ε2)-ãëàäêàÿ R(ε2)-ëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü Γ¯ ñ êîýèöèåíòàìè (46) â ëî-







çàäàþò ñîîòâåòñòâåííî íåêîòîðûå ëèíåéíóþ ñâÿçíîñòü Γ è òåíçîðíûå ïîëÿ Γˆ
è
ˆˆ
Γ òèïà (1, 2) íà ìíîãîîáðàçèè M .
Êàê è â ñëó÷àå ïðåäëîæåíèÿ 3, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèÿ 4 äîñòàòî÷-
íî ïîäñòàâèòü óðàâíåíèÿ (46) è (45) â îðìóëû ïðåîáðàçîâàíèÿ êîýèöèåíòîâ
R(ε2)-ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè (43) è ñðàâíèòü âåùåñòâåííûå ÷àñòè âûðàæåíèé â ëåâîé
è ïðàâîé ÷àñòÿõ ïîëó÷åííûõ ðàâåíñòâ.
Ëèíåéíóþ ñâÿçíîñòü Γ è òåíçîðíûå ïîëÿ Γˆ ,
ˆˆ
Γ íà M áóäåì íàçûâàòü àññîöè-
èðîâàííûìè ñ R(ε2)-ãëàäêîé R(ε2)-ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ Γ¯ .
48 Ô.. ÀÉÍÓËËÈÍ, Â.Â. ØÓÛÈÍ
Ïóñòü, êàê è ðàíåå, F : T 2M → T 2M  R(ε2)-ãëàäêèé äèåîìîðèçì, ïîðîæ-
äàåìûé íåêîòîðûì ñå÷åíèåì σ : M → T 2M , Y i = F i(Xα)  óðàâíåíèÿ âèäà (14)
äèåîìîðèçìà F â ëîêàëüíûõ R(ε2)-êîîðäèíàòàõ, à Xα = Gα(Y i)  óðàâíåíèÿ
îáðàòíîãî äèåîìîðèçìà G = F−1 . Îòìåòèì, ÷òî çäåñü è â ïîñëåäóþùåì ãðå÷å-
ñêèå èíäåêñû α, β, . . . ïðîáåãàþò òó æå îáëàñòü çíà÷åíèé 1, . . . , n , ÷òî è ëàòèíñêèå
èíäåêñû i, j, . . . .
Ïðè ðàññìàòðèâàåìîì äèåîìîðèçìå F R(ε2)-ëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü Γ¯ ñ êî-
ýèöèåíòàìè Γ¯αβγ(X


















Íàïîìíèì ïîíÿòèå ïðîèçâîäíîé Ëè îáúåêòà ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè Γ íà ãëàäêîì
ìíîãîîáðàçèè.
Ïóñòü íà ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè M çàäàíû ëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü Γ è âåêòîðíîå
ïîëå ξ ñ êîýèöèåíòàìè Γijk è êîìïîíåíòàìè ξ
k
ñîîòâåòñòâåííî ïî îòíîøåíèþ ê
íåêîòîðîé ëîêàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Òîãäà ïðîèçâîäíàÿ Ëè îáúåêòà ñâÿçíîñòè
Γijk â íàïðàâëåíèè âåêòîðíîãî ïîëÿ ξ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òåíçîðíîå ïîëå LξG òèïà













Òåîðåìà 2. Ïðè R(ε2)-äèåîìîðèçìå F : T 2M → T 2M , ïîðîæäàåìîì
ñå÷åíèåì σ :M → T 2M ñ àññîöèèðîâàííîé ïàðîé âåêòîðíûõ ïîëåé {g, u} , R(ε2)-
ãëàäêàÿ R(ε2)-ëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü Γ¯ ñ àññîöèèðîâàííûìè ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ
Γ è òåíçîðíûìè ïîëÿìè Γˆ è
ˆˆ
Γ ïåðåõîäèò â R(ε2)-ãëàäêóþ R(ε2)-ëèíåéíóþ ñâÿç-
íîñòü Γ¯′ ñ àññîöèèðîâàííûìè ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ Γ′ è òåíçîðíûìè ïîëÿìè Γˆ′ ,
ˆˆ





































Èç îðìóë (25) òåîðåìû 1 ñëåäóåò, ÷òî åñëè ñîîòíîøåíèÿ (49) è (50) âûïîëíÿþò-
ñÿ äëÿ íåêîòîðîé R(ε2)-ãëàäêîé R(ε2)-ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè 1Γ¯ íà T 2M , òî îíè
áóäóò âûïîëíÿòüñÿ è äëÿ ëþáîé äðóãîé R(ε2)-ãëàäêîé R(ε2)-ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè
2Γ¯ . Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó ñîîòíîøåíèÿ (49) è (50) èìåþò ëîêàëüíûé õàðàêòåð,
òî èõ äîñòàòî÷íî äîêàçàòü äëÿ íåêîòîðîé ñâÿçíîñòè
1Γ¯ , çàäàííîé íà ìíîæåñòâå
(pi20)
−1(U) , ãäå U  îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ íåêîòîðîé êàðòû íà M . Â êà÷åñòâå òàêîé
ñâÿçíîñòè åñòåñòâåííî âçÿòü ñâÿçíîñòü Γ¯ íà (pi20)
−1(U) , äëÿ êîòîðîé àññîöèèðîâàí-
íàÿ ñâÿçíîñòü Γ íà U ÿâëÿåòñÿ ïëîñêîé ñ íóëåâûìè êîýèöèåíòàìè ñâÿçíîñòè









ÒÅÍÇÎÍÛÅ ÏÎËß È ÑÂßÇÍÎÑÒÈ ÍÀ ÊÀÑÀÒÅËÜÍÎÌ ÀÑÑËÎÅÍÈÈ 49
Äëÿ ñâÿçíîñòè Γ ñ êîìïîíåíòàìè Γijk = 0 ïðîèçâîäíàÿ Ëè (48) â íàïðàâëåíèè


































































è âûðàæåíèÿ (39), (54), (29) äëÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, çàòåì îñóùåñòâèì çàìåíû





è ðàñêðîåì ñêîáêè. Ñðàâíåíèå êîýèöèåíòîâ





































Ôîðìóëû (49) è (50) ñëåäóþò òåïåðü èç (52) è (53).










äÿùèé Γ¯ â Γ¯′ .
Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü Γ¯  R(ε2)-ãëàäêàÿ R(ε2)-ëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü íà ðàññëî-
åíèè T 2M ñ àññîöèèðîâàííûìè ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ Γ è òåíçîðíûìè ïîëÿìè Γˆ ,
ˆˆ








ãäå g è u  íåêîòîðûå âåêòîðíûå ïîëÿ íà ìíîãîîáðàçèè M .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëàãàåì â ñîîòíîøåíèÿõ (49) è (50) Γˆ′ = 0 ,
ˆˆ
Γ′ = 0 è
ïðèâîäèì ïîäîáíûå ÷ëåíû.
50 Ô.. ÀÉÍÓËËÈÍ, Â.Â. ØÓÛÈÍ
Summary
F.R. Gainullin, V.V. Shurygin. Holomorphi Tensor Fields and Linear Connetions
on a Seond Order Tangent Bundle.
The seond order tangent bundle T
2
M of a smooth manifold M arries a natural struture
of a smooth manifold over the algebra R(ε2) of trunated polynomials of degree 2 . A setion σ
of T
2
M indues an R(ε2) -smooth dieomorphism Σ : T 2M → T 2M . Conditions are obtained
under whih an R(ε2) -smooth tensor eld and an R(ε2) -smooth linear onnetion on T 2M
an be transfered by a dieomorphism of the form Σ , respetively, into the lift of a tensor eld
and the lift of a linear onnetion given on M .
Key words: tangent bundle of seond order, lift of a linear onnetion, lift of a tensor
eld, holomorphi onnetion, Lie derivative.
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